
Äâàäöàòûé Ðîññèéñêèé ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ
Âòîðîé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé.

1. Îòâåò: âûèãðàåò Âàñÿ. Ïåðâûì õîäîì Âàñÿ ïîëîæèò îòðåçîê [7/32, 23/32]. Ïåòÿ îáÿçàí ïîëîæèòü
îòðåçîê ñ êîíöàìè â ìíîæåñòâå (23/32, 1]. Âàñÿ æå âòîðûì ñâîèì õîäîì ïîëîæèò îòðåçîê [3/64, 11/64].
Ïîñëå ýòîãî íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îòðåçîê äëèíû 1/16 íåëüçÿ ïîëîæèòü, à çíà÷èò Ïåòÿ ïðîèãðàë.
2. Çàìåòèì, ÷òî óãëû ∠ADL è ACL îïèðàþòñÿ íà ðàâíûå äóãè, è ïîýòîìó ðàâíû. Çíà÷èò, ðàâíûå

îòðåçêè AC è AD ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû AL, îòêóäà CL = DL. Äàëåå, ðàâíû õîðäû
DL = PL, òàê êàê îíè ñòÿãèâàþò ðàâíûå óãëû. Òàêèì îáðàçîì, FC = PL = DL = CL. Ðàññìîòðèì
òåïåðü òðåòüþ âåðøèíó X ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà CLX (ëþáóþ èç äâóõ). Òîãäà òî÷êà C � öåíòð
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà FXL, îòêóäà ∠LFX = ∠LCX/2 = 30◦. Àíàëîãè÷íî, òî÷êà L �
öåíòð îêðóæíîñòè CXD, îòêóäà ∠CDX = 30◦.
3. ßñíî, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó. Äàí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê M è òî÷êà A

âíóòðè íåãî. Òî÷êó A ïåðåíåñëè íà âåêòîð −−→v , ïîëó÷èâ òî÷êó A′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R è R′ ìàêñèìàëüíûå
ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê A è A′ äî âåðøèí M ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà 3R′ > R + |−→v |.

Äîêàæåì ýòî. Çàìåòèì, ÷òî R′ > |−→v |. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëó÷ A′A ïåðåñåêàåò ãðàíèöó
ìíîãîóãîëüíèêà çà òî÷êîé A (òàê êàê A ëåæèò âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà M). Ïóñòü B òàêàÿ âåðøèíà
ìíîãîóãîëüíèêà M , ÷òî |AB| = R. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà |A′B|+|AA′| > |AB|, îòêóäà R′+|−→v | > R.
Ïîëó÷àåì, ÷òî 3R′ = R′ + R′ + R′ > |−→v |+ |−→v |+ R′ > |−→v |+ R.
4. Áóäåì íàçûâàòü ðåáðî â ðàñêðàøåííîì ãðàôå ïëîõèì åñëè îíî ñîåäèíÿåò äâå âåðøèíû îäíîãî öâåòà,

îñòàëüíûå ðåáðà íàçîâåì õîðîøèìè. Ðàññìîòðèì ñðåäè âñåõ ðàñêðàñîê èñõîäíîãî ãðàôà G, â êîòîðûõ â
êàæäîì ñëîå âñå âåðøèíû ïîïàðíî ðàçíûõ öâåòîâ, òó, â êîòîðîé íàèìåíüøåå ÷èñëî ïëîõèõ ðåáåð (åñëè
òàêèõ íåñêîëüêî, òî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ). Åñëè ïëîõèõ ðåáåð â ýòîé ðàñêðàñêå íåò, òî çàäà÷à
ðåøåíà. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñòü ïëîõîå ðåáðî r, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû öâåòà 1.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 2 6 i 6 n, ðàññìîòðèì ïîäãðàô Gi, ñîñòîÿùèé èç âåðøèí öâåòà 1, âåðøèí öâåòà i,
õîðîøèõ ðåáåð ìåæäó íèìè è ðåáðà r. Ëþáîé öèêë â ëþáîì òàêîì ãðàôå ÿâëÿåòñÿ âàæíûì. Åñëè äëÿ
êàæäîãî i â ãðàôå Gi åñòü íå÷åòíûé öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç r, òî ïîëó÷èëè n − 1 òàêèõ öèêëîâ, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðîãî i âñå öèêëû ãðàôà Gi, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ðåáðî r, ÷åòíû.
Íî âñå öèêëû â Gi, íå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç r, òàêæå ÷åòíû, èáî íà íèõ ÷åðåäóþòñÿ âåðøèíû öâåòîâ 1 è i.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Gi � äâóäîëüíûé ãðàô, òî åñòü âñå åãî âåðøèíû ìîæíî çàíîâî ïåðåêðàñèòü â äâà öâåòà
òàê, ÷òî âñå åãî ðåáðà îêàæóòñÿ õîðîøèìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îò ýòîé ïåðåêðàñêè íîâûõ ïëîõèõ ðåáåð íå
ïîÿâèëîñü, â òî âðåìÿ, êàê ðåáðî r ñòàëî õîðîøèì, òî åñòü îáùåå ÷èñëî ïëîõèõ ðåáåð óìåíüøèëîñü.
5. Âñïîìíèì ôîðìóëó cos 3α = 4 cos3 α − 3 cos α. Ïóñòü cos 3α = 1/2, òîãäà 8 cos3 α − 6 cos α − 1 = 0, à

çíà÷èò 2 cos α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x3−3x−1. Òàêèì îáðàçîì, êîðíè ìíîãî÷ëåíà � x1 = 2 cos 140◦, x2 =
2 cos 100◦, x3 = 2 cos 20◦. Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî 4(cos2 20◦−cos2 100◦) = 2(cos 20◦−cos 140◦).
Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó êîñèíóñà óäâîåííîãî óãëà ïîëó÷àåì 4(cos2 20◦ − cos2 100◦) = 2(cos 40◦ − cos 200◦) =
2(cos 20◦ − cos 140◦).
6. Ïóñòü ïðîèçâåäåíèå P íåêîòîðûõ k ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé m-îé ñòåïåíüþ. Ïî óñëî-

âèþ, ñðåäè íèõ íàéäåòñÿ ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñî âñåìè îñòàëüíûìè, è òîãäà îíî òîæå áóäåò òî÷íîé
m-îé ñòåïåíüþ, íàïðèìåð, xm. Åñëè x = 1, òî íàøå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî k! è íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ m-é
ñòåïåíüþ ïðè m > k (íàïðèìåð, ïîòîìó, ÷òî êîëè÷åñòâî äâîåê â åãî ðàçëîæåíèè íå ïðåâîñõîäèò k).
Ïóñòü òåïåðü x > 1. Òîãäà ÷èñëà xm ± x èìåþò îáùèé äåëèòåëü ñ xm, è ïîòîìó íå ïîïàäàþò â äàííûé
ïðîìåæóòîê èç k ÷èñåë. Ýòî çíà÷èò, ÷òî x > (k − 1)/2.

Çàìåòèì, ÷òî P 6= xmk, èáî âñå ìíîæèòåëè, êðîìå xm, âçàèìíî ïðîñòû ñ x. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî
(xk − 1)m < P < (xk + 1)m (èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî P � íå òî÷íàÿ m-ÿ ñòåïåíü). Â ñàìîì äåëå,
âñå ÷èñëà çàæàòû ìåæäó xm − k è xm + k, ïîýòîìó (xm − k)k < P < (xm + k)k. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü,
÷òî (xm − k)k > (xk − 1)m è (xm + k)k < (xk + 1)m. Ïîäåëèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî íà xkm, ïîëó÷èì
(1− k

xm )k > (1− 1
xk )m. Òàê êàê m > k, ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç 1− k

xm > 1− 1
xk , òî åñòü xm−k > k. Ýòî

î÷åâèäíî, èáî óæå x2 > (k − 1)2/4 > k. Âòîðîå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî.
7. Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì
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8. Îáîçíà÷èì çàìîùåíèå èç óñëîâèÿ ÷åðåç A. Çàìåòèì, ÷òî âñåãî ñóùåñòâóåò 16 çàìîùåíèé êëåò÷àòîé
ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëüíèêàìè 2 × 4, â êàæäîé èç êîòîðûõ ëþáûå äâà ïðÿìîóãîëüíèêà ëèáî íå ïåðåñå-
êàþòñÿ, ëèáî èìåþò îáùóþ ñòîðîíó. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíîå èç ýòèõ çàìîùåíèé. Åñëè êàêîé-òî èç
ïðÿìîóãîëüíèêîâ çàìîùåíèÿ B ñîäåðæèò L -òåòðàìèíî θ çàìîùåíèÿ A, òî ðàçîáüåì ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê
íà äâà L -òåòðàìèíî òàê, ÷òîáû íè îäíî èç íèõ íå ñîâïàäàëî ñ θ. Ðàçáèâ îñòàâøèåñÿ ïðÿìîóãîëüíè-
êè ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà äâà L -òåòðàìèíî êàæäûé ïîëó÷èì çàìîùåíèå B′ êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè, â
êîòîðîì íè êàêîå L -òåòðàìèíî íå ñîâïàäàåò íè ñ êàêèì L -òåòðàìèíî çàìîùåíèÿ A. Òàêæå ÿñíî, ÷òî
âñå ïîëó÷åííûå çàìîùåíèÿ èìåþò ïîïàðíî íå ñîâïàäàþùèå L -òåòðàìèíî, òàê êàê ó ëþáûõ äâóõ òàêèõ
L -òåòðàìèíî ðàçëè÷àþòñÿ îïèñàííûå âîêðóã íèõ ïðÿìîóãîëüíèêè.
9. ßñíî, ÷òî òî÷êà D ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà EBF . Çàìåòèì, ÷òî ∠EDF = 90◦−∠EBF/2, ïîýòîìó

òî÷êà D � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà EBF , à K � òî÷êà êàñàíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñî
ñòîðîíîé EF . Òîãäà òî÷êà L � òî÷êà êàñàíèÿ åãî âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé EF . Ïðè ãîìîòåòèè
ñ öåíòðîì â B, ïåðåâîäÿùåé âïèñàííóþ îêðóæíîñòü âî âíåâïèñàííóþ, òî÷êà L ïåðåõîäèò â òî÷êó K ′ íà
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êå K. Çíà÷èò, òî÷êè B, L è K ′ ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé. Íî òîãäà ïðÿìàÿ MD ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà KK ′L, à ïîòîìó ïàðàëëåëüíà
ïðÿìîé BL, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
10. Åñëè êàêèå-òî äâà èç ÷èñåë a, b, c ðàâíû, òî a = b = c. Ïîýòîìó äîïóñòèì, ÷òî âñå òðè ÷èñëà

ðàçëè÷íû. Èìååì: an − bn = k(c− b), bn − cn = k(a− c) è cn − an = k(b− a), îòêóäà

an − bn

b− a
· bn − cn

c− b
· cn − an

a− c
= k3. (?)

Åñëè n íå÷åòíî, òî ñëåâà ñòîèò îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Çíà÷èò, n ÷åòíî. ßñíî, ÷òî êàêèå-òî äâà èç ÷èñåë a,
b, c � îäíîé ÷åòíîñòè, ïóñòü ýòî ÷èñëà a è b. Òîãäà ìíîæèòåëü (an − bn)/(b− a) ÷åòåí, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íå÷åòíîñòè k.

Âòîðîé òóð. Ëèãà òàêòèê.
1. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 1 èç ëèãè ñòðàòåãèé.
2. Ðàçîáüåì ïëîñêîñòü íà ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìîóãîëüíèêè 2× 3 åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì. Êàæäûé ïðÿ-

ìîóãîëüíèê ðàçáèåíèÿ ìû ìîæåì ðàçáèòü íà äâà óãîëêà äâóìÿ ñïîñîáàìè. Âûáåðåì â êàæäîì ïðÿìî-
óãîëüíèêå òàêîå ðàçáèåíèå, ÷òîáû íèêàêîé âûáðàííûé óãîëîê íå ñîäåðæàëñÿ â èñõîäíîì ðàçáèåíèè. Òàê
ìû ïîëó÷èì îäíî òðåáóåìîå ðàçáèåíèå. Òåïåðü ñäâèíåì ñåòêó èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ 2 × 3 íà îäíó êëåò-
êó ââåðõ, è â íåé ïîâòîðèì íàøå ðàññóæäåíèå. Ìû ïîëó÷èì âòîðîå ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè íà óãîëêè, íå
èìåþùåå îáùèõ óãîëêîâ ñ èñõîäíûì. Äðóã ñ äðóãîì ýòè ðàçáèåíèÿ íå èìåþò îáùèõ óãîëêîâ, òàê êàê
ïðÿìîóãîëüíèêè èñõîäíîé è ñäâèíóòîé ñåòêè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì 1 × 3, à çíà÷èò îáùèõ
óãîëêîâ ó íèõ áûòü íå ìîæåò.
3. Îáîçíà÷èì a2 +2nb2 = c2. Òîãäà a2 +nb2 = a2+c2

2
=

(
a+c
2

)2
+

(
a−c
2

)2. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî èç ïåðâîãî
ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî a è c îäíîé ÷åòíîñòè.



4. Åñëè â èñõîäíîé ñèñòåìå àâèàëèíèé áûë ãîðîä, ñâÿçàííûé àâèàëèíèÿìè ñî âñåìè äðóãèìè, òî â íîâîé
ñèñòåìå íå áóäåò íè îäíîé àâèàëèíèè. Åñëè æå â èñõîäíîé ñèñòåìå àâèàëèíèé áûë ãîðîä, èç êîòîðîãî íå
âûõîäèëà íè îäíà àâèàëèíèÿ, òî â íîâîé ñèñòåìå ñîåäèíèì ëþáûå äâà ãîðîäà àâèàëèíèåé. Â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ ïîäîéäåò ëþáàÿ èç äâóõ ïðèâåäåííûõ ñèñòåì.
5. Ïóñòü BK � áèññåêòðèñà óãëà ABD (òî÷êà K íà ñòîðîíå AD), è, àíàëîãè÷íî, BL � áèññåêòðèñà óãëà

CBD. Òîãäà èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî BKDL ïàðàëëåëîãðàìì, è çíà÷èò BD äåëèò KL ïîïîëàì. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû èç ñâîéñòâà áèññåêòðèñû ñëåäóåò, ÷òî AK

KD
= AB

BD
= BC

BD
= CL

LD
. Ïî òåîðåìå Ôàëåñà ïîëó÷àåì,

÷òî KL‖AC, òî åñòü DB äåëèò ïîïîëàì è îòðåçîê AC. Òàê êàê òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî BD � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AC. Çíà÷èò DA = DC, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
6. Ðàññìîòðèì âïèñàííûé â ýòó îêðóæíîñòü ïðàâèëüíûé 15-óãîëüíèê. Åãî âåðøèíû ðàçáèâàþòñÿ íà

ïÿòü ãðóïï, îáðàçóþùèõ ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè, çíà÷èò ñðåäè íèõ íå ìåíåå 10 êðàñíûõ. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû åãî âåðøèíû ðàçáèâàþòñÿ íà òðè ãðóïïû, îáðàçóþùèå ïðàâèëüíûå ïÿòèóãîëüíèêè. Åñëè â êàæäîé
èç íèõ íå áîëåå òðåõ êðàñíûõ, òî âñåãî êðàñíûõ íå áîëåå 9. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå
çàäà÷è.
7. Ïóñòü ñíà÷àëà x > 0. Åñëè x > 2, òî [x[x]] > 4, à åñëè [x] = 0, òî [x[x]] = 0, âñå ýòè âàðèàíòû íå

ïîäõîäÿò. Åñëè [x] = 1 (òî åñòü x ∈ [1, 2)), òî x[x] = x, çíà÷èò [x[x]] = 1, òî åñòü âñå òàêèå x ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèåì. Òåïåðü ïóñòü x < 0. Åñëè [x] = −1 (òî åñòü x ∈ [−1, 0)), òî x[x] = −x ∈ (0, 1]. Èç âñåõ òàêèõ x
ïîäõîäèò ëèøü x = −1. Åñëè æå x < −1, òî [x] 6 −2, îòêóäà x[x] > 2 è [x[x]] > 2, ÷òî íàì íå ïîäõîäèò.
Òàêèì îáðàçîì, îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {−1} ∪ [1, 2).
8. Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî (a−1)(b−1) > 0, îòêóäà èìååì ab+1 > a+b è àíàëîãè÷íûå äâà

íåðàâåíñòâà äëÿ äâóõ äðóãèõ ïàð ïåðåìåííûõ. Òåïåðü ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ äëÿ òðåõ ÷èñåë
ê ëåâîé ÷àñòè äàííîãî íåðàâåíñòâà. Èìååì:

1 + ab

b + c
+

1 + bc

c + a
+

1 + ca

a + b
> 3

3

√
1 + ab

b + c
· 1 + bc

c + a
· 1 + ca

a + b
= 3

3

√
1 + ab

a + b
· 1 + bc

b + c
· 1 + ca

a + c
> 3.

9. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 9 èç ëèãè ñòðàòåãèé.
10. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 10 èç ëèãè ñòðàòåãèé.


